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1. Antecedentes tedricos y marco de referencia

En los afios *80 fueron objeto de varios estudios los llamados “test de comprensibilidad” (haciendo
referencia a los estudiantes, y que otros llaman “de legibilidad”, haciendo referencia a los textos),
los cuales habian surgido en los decenios precedentes, en particular para la matematica. Este tipo de
estudios estuvo presente unos quince afos y después se abandond; pero la dificultad de los
estudiantes para comprender textos de matemdtica aun hoy perdura... Mds de un docente, sin
importar el nivel escolar, desde primaria hasta universidad, nos asegura que leer y entender un texto
de matemdtica es atin hoy una ardua empresa para el estudiante, en general.

Entre todos los test, tuvieron fortuna los llamados ‘“test de clausura” se elige un escrito de
matematica y se suprime una palabra cada n (la n-enésima, la 2n-enésima, y asi sucesivamente); el



estudiante es invitado a leer el escrito en el cual aparece un espacio en lugar de la palabra suprimida
para después escribir en el puesto vacio la palabra que considere mas oportuna para que el escrito
que esta leyendo adquiera sentido nuevamente.
Varias pruebas empiricas, particularmente en inglés y en francés, pero también en griego y en
italiano, hicieron explicitas las elecciones a propdsito de constantes y de variables que aparecieron
en las llamadas férmulas de legibilidad (veremos en futuro tanto algunos ejemplos clasicos como el
propuesto por nosotros). Entre las investigaciones en esta direccion, sefialamos a continuacién sélo
aquellas que nos proporcionaron el mayor nimero de instrumentos para la formulacién de nuestro
estudio, el cual mostraremos sucesivamente.
Las investigaciones de Vogel y Washburne (1928) son un referente cldsico en la investigacidn sobre
los test de legibilidad. Dicha investigacion se refiere al objeto “escrito de matematica” (mds o
menos “facil”, desde un punto de vista objetivo) y el andlisis se basa en varios factores, entre los
cuales son predominantes la extension del apartado y la tipologia/dificultad ortogrifica de las
palabras suprimidas. En cambio, la investigacién que aqui se presenta busca una férmula para medir
la calidad de la dificultad en la comprension, independientemente de la extension del texto o de la
persona ‘“‘estudiante que lee un escrito de matemadtica” (estudiante que tiene mayor o menor
dificultad en la reconstruccién del escrito inicial de matematica).
Los estudios de Taylor (1953), Rankin (1970) y Henry (1973), si bien presentan diferencias
relevantes entre si, tienen numerosos aspectos en comun: en todos estos estudios se sostiene la
oportunidad y la validez de los test de clausura como instrumento de andlisis y se presentan
resultados interesantes gracias a investigaciones empiricas efectuadas en aula. Los andlisis
presentados por estos autores son tan decisivos que nos llevaron a optar por una férmula que tuviera
como base el test de clausura.
En el campo de la matemadtica, la primera investigacion especifica en esta campo es la de Kane,
Byrne y Hater (1974). Este estudio, efectuado sobre escritos de matemadtica en inglés, no sélo
propone resultados sobre la mayor o menor capacidad de comprensién de un escrito de
matematica por estudiantes jovenes, sino que también se analizan modalidades a través de las
cuales se puede brindar una ayuda a los estudiantes con dificultad para comprender los escritos.
Dicha investigacion anticipa de alguna manera la nuestra, como veremos a continuacion.
Entre las otras numerosas investigaciones, nos influenciaron particularmente las siguientes:
Gagatsis (1980, 1982, 1984, 1985, 1995) y Gagatsis y Chaney (1983).
Tomemos en consideracion la udltima investigacién en términos cronoldgicos (Gagatsis, 1995)
donde se analizan las diversas formulas y los diversos resultados encontrados en las investigaciones
precedentes. Las férmulas analizadas son todas del tipo:
Legibilidad = ax+by+cz+k

donde a, b, c, k son constantes numéricas asignadas a partir de pruebas empiricas, determinadas por
diversos factores (entre estos, el mds importante, el idioma), mientras que x, y, z son variables que
representan elementos objetivamente medibles.
Las féormulas elaboradas por Gagatsis tienen como base las férmulas clasicas precedentes; por
ejemplo, la férmula de Rudolph Flesh (1951) para el idioma inglés es la de mayor difusién:

Facilidad de lectura = 206,835-0,846x-1,015y
donde x es el nimero medio de silabas contenidas en 100 palabras y y es el nimero medio de
palabras por frase.
Un famoso ejemplo en el cual se adapta el resultado precedente al idioma francés es el realizado de
Kandel y Moles (1958):

Facilidad de lectura = 206,85-0,74x-1,015y;
mientras que una adaptacion al griego la encontramos en Gagatsis (1982):

Facilidad de lectura = 206,85-0,59x-1,015y.
En Gagatsis (1995) se aplicé una féormula del mismo tipo a un texto en idioma italiano para
estudiantes de tercer grado de la escuela media (8° afio de escolaridad) (el texto en cuestién se tomd
de D’Amore, 1981).



Aplicando a este escrito, en italiano, las férmulas de legibilidad heuristicamente establecidas
respectivamente para el idioma francés y para el griego, se obtienen dos valores muy diversos entre
si, 19,05 y 52,55 con lo cual se demuestra que la férmula es especifica para un determinado idioma
y para sus variables lexicogréficas implicitas (Gagatsis, 1995). Nuestra férmula, por el contrario, al
estar centrada en la persona que lee el escrito, no estd tan estrechamente vinculada con el idioma
sino con la tipologia de las palabras que deben ser colocadas en el puesto que le corresponde.

Sobre la base de esta experiencia, Gagatsis (1995) muestra como puede construirse empiricamente
una férmula de legibilidad, evidenciando como su funcionalidad necesita de un nimero mucho
mayor de constantes y de variables pero quedando siempre en el campo de determinacién de la
mayor o menor dificultad de lectura del escrito, gracias a férmulas de clausura (es decir de re-
escritura de palabras después de la cancelacion cada n) que ilustramos antes. Pero la necesidad de
agregar mas elementos hace casi inaplicable la férmula para ser usada en el estudio de aspectos
metodoldgicos didécticos, concretos y utiles para una situacion de aula real (como lo pudimos
verificar durante los estudios realizados en una tesis de maestria en Educacién Matemdtica realizada
por estudiantes de la Universidad de Medellin, tesis de la cual fuimos directores y sobre la cual
regresaremos).

2. Dificultad de gestion del lenguaje matematico por parte de los estudiantes.

Las investigaciones en este campo evidencian con fuerza la muy conocida y generalizada dificultad
de los estudiantes en la clase de matematica, en relaciéon con la interaccién entre el lenguaje
matemadtico y lenguaje comtn, argumento estudiado por varios autores, por ejemplo Laborde (1982,
1990, 1995).

Esta estudiosa evidenci6é en mds de una ocasion el siguiente hecho: el discurso matemaético tiene un
codigo semioldgico propio que conlleva una economia de expresion que se realiza gracias a dos
componentes esenciales, especificas para el lenguaje matemético: una funcién de designacién y una
de localizacion (Laborde, 1995). Este hecho implica un uso semdntico univoco, y en ocasiones
nuevo, de los términos y de las modalidades expresivas del lenguaje natural que de alguna forma se
vuelven especificos gracias a una reinterpretacion en el discurso matematico.

Otra caracteristica del discurso matematico es su universalidad (Laborde, 1995).

Ademads existe otro problema mads, nos referimos al hecho que en el discurso matematico se mezcla
el lenguaje natural con la (un mds o menos difundido uso de la) escritura simbdlica, hecho que en el
discurso natural no se presenta. El estudiante y el docente adoptan tres tipos de estrategias para
enfrentar las impresionantes diferencias entre los dos lenguajes:

1) la repeticién, en el curso del texto, de la expresion que describe el objeto matemaético (hecho que
en el lenguaje natural debe, por lo general, ser evitado). Las repeticiones en los textos literarios son
consideradas, en la mayor parte de los casos, negativas pero en un texto matemdatico son
consideradas necesarias;

2) la referencia a caracteristicas temporales que tienen un sentido en el lenguaje natural, pero no en
el lenguaje matemadtico;

3) uso de propiedades de distincion, tipicas del lenguaje natural pero no del lenguaje matematico,
por ejemplo relativas a la dislocacion espacial o a la magnitud o al tiempo (Laborde, 1995).

Estas consideraciones llevaron a Laborde a un andlisis de las dificultades de lectura de los textos
matematicos, dado que en dichos textos el lenguaje natural y el lenguaje matematico se
complementan y se intersecan.

Un detallado andlisis de esta problematica se encuentra en D’ Amore (1999, todo el cap. 8), mientras
que los trabajos especificos sobre problemas de interpretacion lingiiistica (tanto en la lectura en
general como, particularmente, en la lectura e interpretacion de los textos escritos de los problemas
verbales matematicos) se encuentran en D’Amore (1993a, 1993b, 2014). En dichos trabajos se
evidencia el desarrollo del conflicto entre los dos lenguajes, como si fuesen antagénicos. Esto pasa



incluso cuando el docente propone situaciones adidécticas, es decir situaciones en las cuales deberia
ser el estudiante el protagonista de la construccién del propio saber, incluido el aprendizaje del
lenguaje comun en su version idonea para su uso en el discurso matemadtico con sus especificidades
(D’ Amore, Sandri, 1994). (Para la terminologia usada véase D’ Amore, 1999).

Otros estudios de gran interés sobre la interferencia entre el lenguaje matematico y el lenguaje
comun se encuentran en los trabajos de Maier (1989b, 1996), que muestran diversas ocasiones de
falta de comunicacién por parte del estudiante, falta de comunicacién que podria ser adscrita
banalmente a ignorancia matemdtica pero que por el contrario se puede explicar mucho mejor
haciendo referencia precisamente a estas interferencias.

Todos estos estudios concuerdan, a pesar de las diferencias que presentan entre ellos, en algunos
puntos:

1) en todos se evidencia la dificultad de los estudiantes para dominar las caracteristica del lenguaje
matematico del aula (D’ Amore, 1999);

2) en forma mds o menos explicita y consciente, en estos estudios se estudia la sensacion que
advierte el estudiante (sin importar la edad) de tener que hacer uso, por motivos ligados al contrato
didactico, de una supuesta tipicidad de lo que él advierte como lenguaje matematico usado en el
aula por el docente (y por los compaiieros que tienen éxito) en la evaluacion escolar; hasta crear un
lenguaje especifico casi siempre inoportuno, que irénicamente se le llamé “matematiqués” (en
términos irénicos, asi como se dice irénicamente “politiqués” el idioma de los politicos) (D’ Amore,
1987).

Un reiterado andlisis de estas dificultades, visto desde varios puntos de vista y recogiendo las
instancias sefialadas por los precedentes autores, se encuentra en D’Amore (1993b, 1996, 1997,
2000), D’ Amore y Martini (1998) y en D’ Amore y Sandri (1994, 1996).

Visto en general, el amplio discurso sobre las dificultades de interpretacion y de gestion de un
discurso que no sea rigidamente formal y matematico, sino de interrelacion entre lenguaje natural y
matemadtica escolar, deja sin resolver el problema de establecer una férmula, lo més objetiva
posible, para una evaluacion cuantitativa — numérica de dicha dificultad o, mejor, de interpretacién
de un escrito en el curso de su lectura.

3. Hacia una féormula objetiva de evaluacion de la dificultad de interpretacion de un texto de
matematica.

Recientemente, propusimos a dos estudiantes de maestria en Didactica de la Matemética de la
Universidad de Medellin' como objetivo de su tesis la aplicacién de las férmulas cldsicas de
legibilidad / facilidad para estudiar la comprension de los textos de matemadtica en los cursos de 6° y
7° (edad de los alumnos: 11 a 13 afos). Se observé que cada una de las férmulas de legibilidad
adoptada era demasiado artificial, complicada de gestionar, dificil de usar y de interpretar
concretamente.

En particular, la interpretaciéon estaba relacionada con el contenido del escrito y no con las
dificultades que cada uno de los estudiantes encuentra (con la consecuente incertidumbre de cémo
articular una intervencion didactica centrada en los estudiantes).

Nos encontramos con la necesidad de elaborar una férmula valida para todos los niveles escolares,
dando incluso aclaraciones bajo forma de definiciones, como las siguientes:

(1) qué significa decir, en este contexto, “texto de matematica”;

(2) qué significa decir que un determinado texto es apropiado para un determinado grupo-clase de
estudiantes;

! Se trata de las profesoras Angélica Molano Zarate y Clara Cecilia Rivera Escobar quienes, en el curso del 2013,
sostuvieron la tesis en comun con el titulo El lenguaje narrativo como propuesta diddctica para aprovechar los
obstdculos en la comprension en contexto matemdtico dentro de la Universidad de Medellin, bajo la direccién de Bruno
D’ Amore y Martha Isabel Fandifio Pinilla, consiguiendo el titulo de Maestria en Educacién Matematica.



(3) qué significa la expresion: “entender” un apartado de un texto de matemética;

(4) qué variables determinan las diferencias entre los diversos tipos de textos de matematica.

Las que siguen son nuestras respuestas.

(1) En nuestra acepcion, texto de matemadtica es un texto de cardcter matematico o de contenido
matematico, no necesariamente libro de texto escolar; puede ser un libro de lectura de caricter o
con contenido considerado matematico.

(2) Un texto es considerado apropiado para una clase de grado n (ej. para el grado 5) si es
considerado undnimemente tal por los autores que lo escribieron, por la editorial que lo publicé y
por el docente que lo eligid y lo sugirid.

(3) Siguiendo la tradicién de comprension o de legibilidad de las férmulas citadas en la primera
seccion, consideramos que el estudiante entiende un apartado de un texto de matematica, apropiado
para la clase a la cual pertenece, si estd en posibilidad de “cerrar” el apartado que presenta
cancelaciones, es decir elegir con discreto éxito las palabras que se cancelaron en el apartado,
escribiendo exactamente aquellas suprimidas o sinénimos aceptables segun el juicio de un experto
que controla el test o del docente de clase. En este punto surge inmediatamente un problema: ;qué
significa “un discreto éxito”? La férmula que elaboramos, que propusimos, que experimentamos,
que mas de una vez modificamos sobre la base de pruebas heuristicas y que presentaremos dentro
de poco, mide, segin nuestro parecer la compresion del texto, en una escala numérica de mayor a
menor comprension del apartado en consideracion, por parte de un determinado estudiante, a partir
de un minimo (ninguna de las palabras suprimidas fue reconocida y recolocada en el lugar que le
correspondia) a un maximo (todas las palabras suprimidas fueron reconocidas y recolocadas en el
lugar que les correspondia, exactamente esas palabras o sus sinénimos).

(4) Las variables que fueron elegidas para determinar las diferencias relacionadas con los diversos
tipos de textos de matemadtica fueron las que se describieron en (1), pero también las siguientes:
textos que acompafian los apartados escritos con figuras o sin ellas, textos que contienen férmulas y
sin estas (la formula puede haber sido expresada con una unica letra o con un numeral o por un
signo de operacidn, o por la integracion de varios de estos signos).

En este escrito nos ocupamos de la medida, lo mds objetiva posible, de la eventual falta de
comprension de un texto de matemdtica por parte de un estudiante. Pero no nos ocupamos de las
causas de esta falta de comprension. Estas pueden tener explicaciones profundas con bases en
diversas teorias que aqui no exploramos. Se puede tratar de enfrentamiento entre culturas, falta de
formacion especifica de cardcter lexical, banal ignorancia matemadtica, incapacidad de coordinacién
semantica, inadecuadas informaciones a disposicidon, no comprensiéon de la tarea propuesta,
presencia de obstaculos de caracter semidtico etcétera. Consideramos que en esta direccidn se puede
y se debe investigar, pero esto requiere como punto de partida una medida de la efectiva
incomprension de un texto escrito de matemaética, no una genérica impresion por parte del docente.
Es por esto que decidimos afrontar como primer problema dicha medida.

4. Decisiones tomadas sobre el escrito de proponer para estudiar la formula de comprension,
objetivo de la investigacion, metodologia adoptada.

Después de varios intentos, decidimos cancelar s6lo palabras (incluidas las palabras técnicas o
especificas) y no férmulas; las formulas se dejaron inalteradas y no fueron contadas como palabras.
Incluso simbolos aislados como letras, nimerales, signos de operaciones etc. fueron considerados
férmulas.

Ejemplo de 3° primaria.

Uno de los apartados completos que fue elegido es el siguiente (Paciotti, Volpati, Meloni, 1978,
pég. 185-186):

«Con las diez cifras que estudiaste en los afios anteriores, podemos construir todos los nimeros que queramos,
indefinidamente. Segtn el puesto de las cifras, los nimeros adquieren un valor diferente. Cada agrupamiento de diez



objetos forma una decena y se escribe 10. Si un nimero estd compuesto por dos cifras, la cifra a la derecha representa
las unidades (u), aquella a izquierda las decenas (d). 28= 2 decenas, 8 unidades.

Un grupo de 100 objetos, es decir cien unidades (100u), forma una centena y se escribe 100. En una centena hay
siempre diez grupos de diez objetos, es decir diez decenas.

Si un ndmero estd compuesto por tres cifras, la cifra de la derecha representa las unidades, la cifra del medio las decenas
y la cifra a la izquierda representa las centenas (c).

289= 2 centenas, 8 decenas, 9 unidades».

Sobre la base de nuestras elecciones, cancelamos las palabras de puesto 5, 10, 15 y asi
sucesivamente, contando sélo palabras, ni signos de puntuacion ni letras que forman férmulas, ni
los numérales; en el puesto de las palabras suprimidas aparece un espacio en el cual el estudiante
debe escribir la palabra que falta o un sinénimo, para “completar” o “cerrar” el texto dandole
sentido: veamos el texto que se propuso a los estudiantes:

«Con las diez cifras ---- estudiaste en los afios ----, podemos construir todos los ---- que queramos, indefinidamente.
Segun ---- puesto de las cifras, ---- niimeros adquieren un valor ----. Cada agrupamiento de diez ---- forma una decena y
---- escribe 10. Si un nimero ---- compuesto por dos cifras, ---- cifra a la derecha ---- las unidades (u), aquella a ---- las

decenas (d). 28= 2 decenas, 8 unidades.

---- grupo de 100 objetos, es ---- cien unidades (100u), forma una ---- y se escribe 100. En ---- centena hay siempre diez
---- de diez objetos, es ---- diez decenas.

Si un ---- estd compuesto por tres ----, la cifra de la ---- representa las unidades, la ---- del medio las decenas ---- la cifra
a la ---- representa las centenas (c).

289= 2 centenas, 8 ----, 9 unidades».

Las palabras suprimidas fueron entonces:

que, anteriores, numeros, el, los, diferente, objetos, se, estd, la, representa, izquierda, Un, decir,
centena, una, grupos, decir, nimero, cifras, derecha, cifra, y, izquierda, decenas.

Ejemplo de grado 13° (edad de los estudiantes: 18-19 afios; en Italia, los grados escolares pre
universitarios son 13).

Uno de los textos completos elegidos es el siguiente (Bagni, 1996, pag. 1314):

«Consideremos la funcién real f de variable real x expresada por y=f(x) y el punto de abscisa x=c perteneciente al
dominio de esta. La evaluacién directa de f en correspondencia de la abscisa x=c describe, tradicionalmente, el
comportamiento de la funcién dada en el punto de abscisa x=c.

El método tradicional para evaluar la funcién en el punto x=c se resumen en la frase:

en la formula y=f(x), sustituyendo a la variable x el valor x=c, obtenemos para la y el valor f{c)

y esto equivale a afirmar que:

en el punto de abscisa x=c, la funcion f asume el valor f{c)».

Pero es importante subrayar que con este procedimiento obtenemos una informacién relacionada exclusivamente con el
comportamiento de la funcién f en cada punto de abscisa x=c: y no siempre esta informacion estd en grado de colmar el
conocimiento de la funcién en una mds amplia “zona” indicada por la abscisa x=c».

Este es el texto con las palabras suprimidas:

«Consideremos la funcién real f ---- variable real x expresada ---- y=f(x) y el punto de ---- x=c perteneciente al dominio
de ----. La evaluacién directa de f ---- correspondencia de la abscisa x=c ----, tradicionalmente, el comportamiento de ---
- funcién dada en el ---- de abscisa x=c.

El tradicional ---- para evaluar la funcién ---- el punto x=c se resumen ---- la frase:

en la ---- y=f{x), sustituyendo a la variable x ---- valor x=c, obtenemos para la'y ---- valor f{c)

y esto equivale ---- afirmar que:

en el ---- de abscisa x=c, la funcion f ---- el valor f{c).

Pero es ---- subrayar que con este ---- obtenemos una informacién relacionada ---- con el comportamiento de la ---- f en
cada punto de ---- x=c: y no siempre esta ---- estd en grado de ---- el conocimiento de la ---- en una mas amplia “----"
indicada por la abscisa x=c».

Es obvio que la tipologia de las palabras es muy variable; en el primer ejemplo aparecen términos
técnicos de la matemadtica (nimeros, cifras, diez, nimero, cien, unidades, centenas), palabras del
idioma de cardcter 16gico o intrinsecamente descriptivo (si, un, por, que, segun, y, izquierda),
palabras del idioma natural (anteriores, valor, un, de, hay, representa); igual situacién encontramos
en el segundo ejemplo.

La inferencia que se deriva del estudio de la bibliografia y de las pruebas heuristicas (repetidas
varias veces) lleva a concluir que la tipologia de las palabras incide en la comprension del texto. Se
pueden identificar mejor las palabras de la lengua natural que las palabras de caricter légico y
términos técnicos de la matematica. Por tanto, en la evaluacidon de la dificultad de un estudiante en



la re-creacion del apartado (tomado de un texto apropiado para €l), la incidencia del error debe ser
“pesada”; es decir, una cosa es no identificar la palabra “cifra”, otra es no identificar la palabra “y”,
otra adn es no identificar la palabra “de”.

El objetivo de esta investigacion es entonces definible; y es el siguiente:

crear una férmula del tipo “test de clausura”, independiente del nivel escolar, que mida la dificultad
que encuentra un estudiante para comprender un escrito tomado de un texto de matemética
(apropiado para el nivel escolar en el cual se encuentra el estudiante en cuestion).

La prueba a la cual se somete el estudiante consiste en proponerle el texto que resulta después de
haber cancelado las palabras seguin las reglas especificadas lineas arriba, invitdndolo a escribir en
los espacios dejados las palabras que €l considere que faltan para dar sentido al escrito.

La investigacion siguié una metodologia de cardcter empirico; se inici6 con una férmula elegida
entre aquellas que la bibliografia proporcionaba; se hicieron investigaciones preliminares para
determinar la bondad de la férmula, retocando los coeficientes, hasta obtener los coeficientes
actuales. Segun los resultados encontrados, sobre la base de la relacion entre los valores de los
indices establecidos y el valor de los indices de comprension, cada vez se retocaban los indices,
hasta reconocer como satisfactorios los actuales (que veremos lineas abajo).

Por ejemplo, s6lo después de haber examinado varios apartados en diversos niveles escolares, se
decidi6é no cancelar las formulas (entendidas, como lo dijimos anteriormente, en sentido amplio) y
de cancelar s6lo las palabras de la lengua comun; esto porque nos dimos cuenta de que la
cancelacion de férmulas era simultdineamente:

a) del todo casual segun el apartado elegido;

b) demasiado significativa en algunos apartados y dificiles de reconstruir por un novicio.

De otra parte, nos parece interesante y sensato confrontar la dificultad de establecer relaciones entre
el lenguaje natural y el lenguaje formal para poder evaluar la comprension textual, mas que las
competencias mateméticas individuales [en el sentido ya expresado anteriormente, siguiendo las
investigaciones de Laborde (1982, 1990, 1995), D’Amore (1987, 1993b, 1996, 1997) y Maier
(1989a, b, 1993, 1996].

El mayor nimero de pruebas se realizé en Italia, gracias a la colaboraciéon de varios docentes
miembros del RSDDM (Gruppo di Ricerca e Sperimentazione in Didattica e Divulgazione della
Matemdtica)* de Bologna, en la escuela primaria (alumnos de 3°, 4° y 5° grados, 8-10 afios), y en la
escuela secundaria de I (alumnos de 11-13 afios) y II grado (alumnos de 14-19 afios).

En determinados dias, los docentes presentaban a sus estudiantes y a estudiantes de otras clases el
apartado al cual se le habian cancelado palabras, explicaban cual era la tarea y destinaban un tiempo
extenso para la realizacion de la prueba.

Hicimos las pruebas con un total de 25 grupos - clases de escuela primaria, 4 grupos - clases de
escuela secundaria de primer grado (2 en Italia y 2 en Colombia) y 10 grupos - clases de escuela
secundaria de II grado, para un total de 39 clases; realizaron el texto 463 alumnos de primaria, 66 de
secundaria de I grado y 127 estudiantes de secundaria de II grado, para un total de 656 alumnos
(pero un gran nimero de estudiantes realizaron mds de una prueba).

5. Nuestra propuesta de una formula de comprension de un apartado de matematica por
parte de estudiantes.

Sea T un apartado que contiene n palabras. No se consideran férmulas ni signos de puntuacion. El
numero de las palabras suprimidas es Ent(n/5) es decir la parte entera del nimero racional n/5.

De las palabras suprimidas hacen parte las siguientes categorias:

c1) palabras de la lengua comiin no de caracter 16gico ni técnico (nimero a);

;) palabras técnicas de la matematica (nimero b);

? Grupo de Investigacién y Experimentacion en Didéctica y Divulgacién de la matematica.



c3) palabras de la lengua de cardcter l6gico (conectivos: no, y, o, implica, ...; cuantificadores:
ninguno, algunos, todos, ...; deductivos: dado, demuestra, entonces, ...) (nimero c).
Por tanto: a+b+c=Ent(n/5).
Notemos que n, Ent(n/5), a, b, ¢ son todos nimeros naturales.
Sea:
mt = ax0,1 + bx0,3 + ¢x0,4;

el nimero racional m se llama “indice de dificultad T”.
Sean:
a’ las palabras del tipo ¢; que el sujeto S reconoce correctamente (a’<a);
b’ las palabras del tipo ¢, que el sujeto S reconoce correctamente (b’<b);
¢’ las palabras del tipo c3 que el sujeto S reconoce correctamente (¢’<c);
Se considera ahora la féormula:

rrs = (a-a’)x0,1 + (b-b*)x0,3 + (c-¢’)x0,4;
el nimero racional rrg se llama “indice de comprensién de T por parte de S™.
Si rps=0, se considera perfecta la comprension del apartado T por parte de S.
Si 0<rps<mt/2 se considera la comprension del apartado aceptable o positiva;
si mp/2<rrs<mr se considera la comprensién del apartado insuficiente o negativa.
Si se ingresa en Excel la formula y se insertan los nimeros de errores, el valor de cada uno de los
rrs se da automadticamente y esto simplifica en gran medida los cdlculos; la evaluaciéon de los
puntajes rrs es inmediata.

6. Una nota especifica sobre las pruebas efectuadas para asignar los valores empiricos
precedentes.

Se efectuaron, gracias a la colaboracién de los componentes del grupo de investigacién y de otros
docentes no pertenecientes a ninguno de estos grupos que prestaron su valiosa colaboracion, varias
pruebas empiricas con diversos valores, eligiendo diversas componentes variables que tienen un
papel decididamente importante en esta situacion:

(1) estudiantes catalogados como confiables por parte de los docentes,

(2) escritos de matematica objetivamente simples o, por el contrario, dificiles o muy dificiles,

(3) cancelando las férmulas o parte de estas,

(4) proporcionando a un grupo un escrito que era considerado idéneo para la clase de nivel escolar
precedente.

En fin, se consideraron y se analizaron un gran nimero de variables que nos permitié decidirnos por
los valores 0,1 0,3, 0,4 que aparecen en la férmula precedente (que modifican sensiblemente los
valores que aparecen en las férmulas empiricas cldsicas).

Decidimos no reportar especificamente todas las pruebas realizadas junto con los resultados
parciales obtenidos; pero estos se encuentran a disposicion de los investigadores si los consideran
utiles o interesantes para seguir los estudios. Muchas de nuestras pruebas se tabularon y por tanto
son disponibles en hojas Excel.

Entre las pruebas empiricas que proporcionaron interesantes indicios acerca de valores oportunos de
usar, se reveld particularmente ttil aquella que llamamos “el texto facilitado” (ver precedente punto
4).

Supongamos que un estudiante S, obtiene un puntaje rrisq en la lectura de un apartado T, adecuado
a su nivel escolar; y que obtenga un valor rrsq €n la lectura de un apartado T, id6neo a una clase de
nivel escolar precedente a aquel al cual pertenece Sy; la férmula tiene un sentido empirico aceptable
si en general resulta rrjs>rros:.

El estudio de los resultados de comprension hechos sobre textos facilitados nos fue de gran ayuda
en la determinacion de los valores empiricos elegidos.



7. Resultados de la investigacion.

Evidenciamos dos aspectos de considerar.

7.1. La férmula expresa de forma objetiva la comprension de un determinado escrito por parte de un
estudiante; por tanto, puesta a prueba con varios estudiantes, proporciona un criterio empirico de la
evaluacién de la comprensién de un escrito en si. Sobre la base de las elecciones hechas, dicha
evaluacion hace referencia a estudiantes que pertenecen al grado escolar para el cual el apartado se
penso, se escribid, se publico y se eligio.

7.2. Una vez efectuada una prueba en aula sobre un determinado apartado T sobre n estudiantes S-
..-S,, se puede hacer una indagacién sobre los n valores rrg obtenidos y ver, por ejemplo, donde se
posiciona el estudiante S, (1<p<n). Este posicionamiento indica el nivel de dificultad en el cual
objetivamente S, se encuentra, respecto a sus compafieros de clase.
Este tipo de andlisis no forma parte de los trabajos precedentes citados en la bibliografia, pero
fueron pedidos explicitamente por los colaboradores que participaron en la investigacion.
Algunos colegas, precisamente, quedaron sorprendidos, haciendo y rehaciendo pruebas en sus
respectivas clases, de la objetiva dificultad que manifiestan algunos estudiantes para proponer
palabras que pudieran llenar los espacios vacios para dar sentido al apartado considerado (ya que,
para el docente, eso era de facil interpretacion). Algunos docentes sefialaron la necesidad de idear
actividades e instrumentos que permitieran la comprension textual de apartados de matemética por
parte de los estudiantes.

Transcribimos las palabras que una docente — investigadora nos hizo llegar por escrito:

«(...) de otra parte, ;Cudndo les permitimos a los estudiantes leer un apartado por si mismos? Nunca, siempre Somos
nosotros quienes lo explicamos, lo interpretamos por ellos. Incluso cuando damos el enunciado de un problema, lo
explicamos, palabra por palabra. El alumno nunca debe interpretar un escrito, sélo debe escuchar nuestra interpretacion.

(...)»

Y concluye:

«Al hacer esta investigacion entendi que debo arriesgar, proponer lecturas a mis estudiantes, incluso si se equivocan en
su interpretacion, deben aprender a entender por si mismos el significado de lo que leen (...)».

Este tipo de reflexiones refuerza lo que también emergi6é en algunas investigaciones precedentes
relacionadas con la capacidad de lectura y de comprension de un escrito de matemaética por parte de
los estudiantes de cualquier edad (D’Amore, 1996). Dicha reflexion transforma una investigacién
empirica en una sugerencia didactica no deseada al inicio, pero que ahora nos parece oportuna.

Existen ademds dos variables que fueron estudiadas aunque no en profundidad y que deseamos
evidenciar dada su relevancia.

7.3. Variable primera: la presencia de una figura ilustrativa dentro del apartado T que se estd usando
como test en la prueba.

En algunos apartados aparecia, como parte del mismo o como ilustracién del escrito, una figura, un
dibujo, esto cuando el contenido del apartado era de cardcter geométrico. Como sucede siempre en
estos casos, el dibujo ilustra, en el registro semidtico figural (o, mas en general, en un registro no
discursivo), lo que el texto dice en lengua comun (en su versidén con caricter matematico). Ahora
bien, casi siempre los docentes creen sin duda que el doble registro ayuda en la comprension textual
del estudiante, aunque en varias ocasiones, por ejemplo en los trabajos citados a continuacion, se
evidencia que no es necesariamente asi. La llamada “visualizacion” a veces complica la
comprension, como lo evidencian algunos articulos de investigaciéon [D’Amore (1995), Bagni
(1997, 1998), véase también D’ Amore y otros (1999)].

Para decirlo con otras palabras, algin docente, en especial de primaria y de los primeros afios de
secundaria, pensaba antes de la prueba que la presencia de la figura ilustrativa en un texto T habria
mejorado netamente el valor de rrs; por el contrario, se constatd que este hecho no sucedio.



Consideramos que sobre este punto se deba ain hacer investigacion, incluso tomando como base
temas especificos relacionados con la semidtica que en esta ocasidén no tratamos explicitamente
(D’ Amore, Fandifio Pinilla, Iori, 2013).

7.4. Variable segunda: la presencia de un titulo en el apartado T dado en la prueba.

Algunos escritos que fueron consignados a los estudiantes iniciaban con un titulo; se trataba en
ocasiones de apartados en los cuales se daban las primeras explicaciones sobre un argumento
matematico, retomando el titulo, precisamente. Por ejemplo, en uno de los textos tenia como titulo:

Media aritmética. El texto recitaba asi:
«Media aritmética
En estadistica, se llama media aritmética el nimero que se obtiene...».

Cancelando las palabras que ocupaban un puesto multiplo de 5, pero dejando intacto el titulo se

obtiene:
«Media aritmética
En estadistica, se llama ---- aritmética el nimero que ---- obtiene...».

Ingenuamente podriamos pensar que la primera palabra suprimida (media) sea facilmente
individuada a partir del titulo; por el contrario, fue minimo el nimero de estudiantes que eligieron
escribir la palabra “media” en primer espacio. Muchos alumnos lo dejaron en blanco, otros
escribieron: suma, expresion, calculo (evidenciando ademads un error de congruencia: “cdlculo” es
masculino, no coincide en género con “aritmética” que es femenino) y otras.

Esto nos lleva a re-considerar totalmente el sentido que se le da a la lectura del apartado por parte
del estudiante que lee; tal vez la estructura editorial del objeto escrito T, que es obvia para el
docente - adulto, de hecho no lo es para todos los estudiantes; el titulo ilustra el contenido para el
adulto, mientras que no implica informacién alguna para algunos estudiantes (en particular para los
mas jévenes).

8. Leer y escribir de matematica; el aprendizaje comunicativo en matematica.

La clésica dicotomia lectura / escritura nos lleva a recordar que, en la praxis escolar matemética
mds o menos difundida en el mundo entero, se lee matemadtica (poco y mal, y en ocasiones sin
comprender) pero casi nunca se escribe matemadtica, a menos que se trate de enunciados de
problemas o de definiciones, o de reglas bajo dictado; mientras que se demostré en varias
investigaciones que una de las formas que proporciona mejores resultados para apropiarse de los
conceptos es la de escribir explicitamente sobre estos, y la matemdtica no es una excepcion

(D’ Amore, Maier, 2002). Una de la técnica que ha dado buenos resultados es la de los TEP.

«(...) TEP [literalmente: produccién textual auténomas de los estudiantes] es decir escritos elaborados de forma
auténoma por los estudiantes teniendo como sujeto cuestiones matemadticas. Estas no deben coincidir con otras
producciones escritas producidas no autonomamente (tareas, apuntes, descripciones de procedimientos etc.). Las
producciones de estos ultimos ejemplos no son auténomas, estidn regidas por vinculos mds o menos explicitos, y por
general son objeto de evaluacidn directa o indirecta. (...) Decimos que se consideran TEP aquellas producciones en las
cuales el estudiante, puesto en la condicidn de desear expresar de forma comprensible y con lenguaje personal, acepta
liberarse de condicionamientos lingiiisticos y hace uso de expresiones espontaneas.

Ejemplos de TEP son por tanto:

protocolos comentados de problem solving (...);

informes lo mds posible espontidneos de investigaciones de tipo matemadtico (tentativos, medidas, resultados,
procedimientos, ...);

descripciones detalladas y explicaciones de conceptos o de algoritmos matematicos;

textos introductorios de una situacion especifica que requiere la comunicacién de hechos y de relaciones matemadticas
de forma escrita;

textos que definen conceptos matemadticos, que formulan hipdtesis, argumentaciones o pruebas en relacién con un
teorema o con una situacion matematica;

(...)» (D’ Amore, Maier, 2002, pag. 145).

Entre las funciones didacticas de los TEP, que interesan a nuestra investigacion, se evidencian las

siguientes:



«(...) La produccién de TEP estimula al estudiante a analizar y a reflexionar sobre los conceptos matemadticos, las
relaciones, las operaciones y los procedimientos, investigaciones y procesos de problem solving con los cuales tienen
que ver. Asi cada alumno puede alcanzar una mayor conciencia y una mayor comprensién matematica de estos.

Los TEP pueden mejorar las competencias de los estudiantes en el uso del lenguaje especifico, dado que les dejamos el
tiempo para una atenta y reflexiva eleccion de los significados lingiifsticos, no como sucede, por el contrario, en
ocasiones, durante una discusién o durante una prueba oral, con una evolucién dialégica demasiado rdpida y
caracterizada por una relacidn pre-establecida; el TEP impulsa al estudiante a un uso activo de los términos técnicos y
de los simbolos (Maier, 1989a, 1989b, 1993; Maier, Schweiger, 1999).

Los TEP dan al estudiante la oportunidad de tener continuamente bajo control la propia comprension de cuestiones
matemadticas, gracias a una razonada y reflexiva confrontacion con el docente y los compafieros de clase.

Los TEP permiten al docente de evaluar de forma efectiva el conocimiento construido personalmente y la comprension
de ideas matemadticas, de forma mucho mds detallada y profunda de cuanto sea posible sobre la base de los comunes
textos escritos, normalmente realizados como protocolos de actividades de problem solving no comentados. (...)»
(D’ Amore, Maier, 2002, pag. 146).

Sobre la base de lo evidenciado en el apartado 7. y en la primera parte del apartado 8., nos agrada
patentizar que este tipo de estudio se incluye, en lo que nosotros llamamos “aprendizaje
comunicativo de la matematica” (Fandifio Pinilla, 2008).

No es que hayamos decidido hacer una explicita y enfatica llamada a la problemaética del “escribir
de matematica” y a los TEP. Consignar al estudiante una prueba de clausura (o cerradura) relativa a
un texto de matematica significa pretender una comunicacion no del todo completa y explicita entre
él y el autor del escrito; comunicacion que el alumno debe reintegrar / reinventar / reconstruir/
recrear, es decir volver a hacer explicita sobre la base de las supuestas intenciones del autor que €l
interpreta (o de las intenciones del docente que ensefié el mismo contenido matematico, sin excluir
las eventuales lecturas de los textos de otros autores sobre el mismo tema). El estudiante esta
completando una comunicacién matematica explicita parcial haciéndola, desde su punto de vista,
total o completa. En esta actividad comunicativa, él pone en juego su propia comprension, su
interpretacion, su propia experiencia lingiiistica. No es como escribir un TEP, donde se sugiere un
tema del cual tratar y un sujeto que lo escribe; es diferente: aqui debe aceptar el lenguaje de
comunicacion de otro para si, de un autor, o docente, y el tema que éste estd poniendo en juego.
Pero siempre de comunicacion se trata.

Si comunicar en latin es cum-munire (es decir: leer o construir con), se forma aqui un proceso de
comunicacion de gran interés entre el autor de un texto (elegido preliminarmente, por lo general por
un experto), un estudiante (aprendiz) que interviene para “cerrar” el texto interpretdndolo, un adulto
(docente, también él experto) quien debe decidir si dicha tarea fue realizada correctamente. Se tiene
un intercambio de informacion entre el autor, el docente y el estudiante; el estudiante se basa sobre
su propia comprension y sobre su cultura personal para interpretar las informaciones incompletas;
pero el estudiante comunica sélo implicitamente con el autor porqué sabe que debera someter su
trabajo a la evaluacion del docente y, por tanto, de hecho, comunica principalmente con él; el
docente, al expresar el juicio sobre la eleccién de las palabras que cierran el escrito incompleto,
comunica con el estudiante, cerrando el ciclo.

9. Conclusiones.

Las investigaciones empiricas son fascinantes porque nunca pueden declararse concluidas; en el
sentido que, cambiando la muestra, cambian algunas variables; repitiendo las pruebas, se pueden
encontrar resultados que permiten mejorar los resultados obtenidos; etcétera.

Por ejemplo, ;qué sucede si el escrito T, dado como lectura, es discutido antes en el aula? ;Qué
sucede si se da como tarea para realizar en casa la lectura del apartado, avisando que sera objeto de
prueba el dia siguiente? ;Y si en lugar de considerar un texto escrito por un autor adulto se analizara
el texto de un compaiiero (D’ Amore et al., 1995)?

Las pruebas de legibilidad, detenidas en 1995, encontraron, en nuestra experiencia, una nueva
vitalidad, pero también el peso de la critica moderna: que dichas férmulas no pueden ser
consideradas como un absoluto, sino relativas (basta pensar por ejemplo en el asignar valores



diversos a los factores multiplicativos; o cambiar el nimero 5: cancelar las palabras que ocupan en

el texto multiplos de 4 o de 6). Por tanto, esperamos que investigaciones futuras en este sector

tengan un amplio espacio de andlisis y discusion.

Las elecciones que hemos hecho nos condujeron a pensar que, sobre la base de nuestras

experiencias y pruebas, la nuestra es atn una féormula de comprension de tipo clédsico (no solo de

legibilidad), en la direccién de las primeras investigaciones realizadas entre los *50 y *60; pero que
podria abrir otros frentes novedosos.

Pero somos también conscientes que el docente pueda usar nuestra férmula:

a) para evaluar lo mdas objetivamente posible la dificultad de comprension de un texto de
matematica; por ejemplo haciendo la prueba sobre los alumnos de su clase para verificar cual es
la media del éxito alcanzado;

b) una vez verificado que un determinado escrito es comprensible para la mayor parte de los
alumnos de su clase, encontrar la forma de incrementar la comprension por parte de aquellos
alumnos que han obtenido un indice de comprension superior a la media.

De esta forma, de hecho, estamos frente a indices objetivos y no sélo frente a intuiciones. Cuando la
evaluacién es lo mds objetiva posible, la ayuda que se puede dar a quien tiene dificultad es més
facil, se trata sélo de entender las causas que han llevado al fracaso.
Por ultimo, debemos decir que, aun no siendo en las intenciones de los autores, esta investigacion
evidenci6 una laguna de caricter didactico, una perturbacion necesaria de la praxis de ensefianza-
aprendizaje: es necesario dar la posibilidad a los estudiantes de leer por si solos apartados de
matematica, evitar que sean siempre y constantemente los docentes quienes los interpretan. El
estudiante tiene necesidad de este tipo de actividad, tiene necesidad de equivocarse y de corregirse,
de reflexionar sobre los escritos, incluso con vista a las pruebas que debera por fuerza afrontar por
si mismo.

Por esto esperamos haber contribuido a una reflexion profesional sobre un aspecto especifico del

aprendizaje de la matemaética sin tener en cuenta el nivel escolar.
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